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up Wymagania do egzaminu dyplomowego
dla studentéw studidw II stopnia®

_ zatwierdzone przez Rade Instytutu Matematyki dnia 12 czerwca 2014r.

Na egzaminie dyplomowym student powinien wykazac sie znajomoscig i dobrym rozumieniem
podstawowych poje¢ matematycznych i zagadnienn z dydaktyki matematyki. Ponadto powinien
dobrze operowac jezykiem matematycznym, umiec przedstawi¢ syntetycznie kluczowe problemy
matematyki wyzszej, a takze widzie¢ zwigzki matematyki wyzszej z matematykg elementarna.

Kazdy student powinien by¢ przygotowany do odpowiedzi na wszystkie zagadnienia dziatu I
oraz wszystkie zagadnienia z wybranego przez siebie i uzgodnionego z promotorem jednego
z dziatow od II do X. Na wniosek studenta i promotora Dyrektor Instytutu moze wyznaczyé
studentowi indywidualne pensum do egzaminu magisterskiego, ktére zastgpi wybdr jednego
z dziatéw II-X (dziat I pozostaje obowigzkowy).

1. Pojecia i wiadomosci podstawowe
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Pojecia teorii aksjomatycznej i jej modelu.

Elementarne pojecia rachunku zdan.

Aksjomatyczny system teorii mnogosci i rownowazne formy pewnika wyboru.
Liczby kardynalne i porzadkowe.

Arytmetyka liczb kardynalnych.

Relacje réwnowaznosciowe i porzadkowe. Definiowanie poje¢ matematycznych
za pomocg relacji réwnowaznosciowych. Uporzadkowanie podstawowych zbiorow
liczbowych.

Systemy aksjomatyczne arytmetyki liczb naturalnych. Konstrukcja zbioru liczb
naturalnych w teorii mnogosci. Konstrukcje podstawowych struktur liczbowych (liczby
catkowite, wymierne, rzeczywiste i zespolone).

Geometria krzywych. Krzywe regularne, dtugos¢ krzywej, trojécian Freneta.

Geometria powierzchni. Pfaszczyzna styczna, wektor normalny.

Definicje i modele podstawowych struktur algebraicznych, struktury ilorazowe.
Homomorfizmy struktur algebraicznych. Podstawowe wifasnosci oraz przyktady
w poszczegdlnych strukturach.

Przestrzen wektorowa, jej baza i wymiar; podprzestrzen generowana przez zbior;
przyktady.

Algebra macierzy. Wyznacznik i rzad macierzy. Uktady rownan liniowych.

Uktady wspdtrzednych w przestrzeniach afinicznych i euklidesowych. Réwnania prostych
i ptaszczyzn.

Przeksztatcenia liniowe i afiniczne. Macierz przeksztatcenia liniowego.

Krzywe i powierzchnie stopnia 2.

Aksjomatyka rachunku prawdopodobienstwa.  Prawdopodobienstwo  warunkowe,
prawdopodobienstwo catkowite, wzdr Bayesa. Niezalezno$¢ zdarzen. Przyktady przestrzeni
probabilistycznych.

Zmienne losowe jedno- i dwuwymiarowe i generowane przez hie przestrzenie
probabilistyczne na prostej i na plaszczyznie. Niezalezno$¢ zmiennych losowych.
Dystrybuanta. Warto$¢ oczekiwana i wariancja.

Rézne rodzaje zbieznosci. Prawo wielkich liczb Bernoulliego. Twierdzenia graniczne.

Pojecie granicy ciggu. Rdzne definicje granicy funkcji i zwigzki zachodzgce miedzy nimi.
Podstawowe wtasnosci granic ciggow oraz funkciji.

Szeregi liczbowe, rodzaje i kryteria ich zbieznosci. Szeregi potegowe.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej i jej wtasnosSci. Zastosowanie rachunku rézniczkowego
do badania monotonicznosci i wypuktosci funkcji oraz wyznaczania ekstremdw lokalnych.
Twierdzenia o wartosci $redniej i ich interpretacja geometryczna. Wzér Taylora.

Rozniczki funkcji wielu zmiennych, pochodne czastkowe, pochodna kierunkowa, ich
wiasnosci i zwigzki zachodzace miedzy nimi.

Pochodna funkcji zespolonej. Zespolone szeregi potegowe. Pojecie funkcja analitycznej oraz
holomorficznej oraz zwigzki zachodzgace miedzy nimi.

Definicje réznych rodzajow catek (wielokrotnych, krzywoliniowych, powierzchniowych).
Miara i jej podstawowe wiasnosci. Miara Lebesgue'a, miara Jordana.

Rézne definicje ciggtosci funkcji. Wtasnosci funkcji ciggtych.

Odwzorowania ciggte, homeomorfizmy, izometrie.

Przestrzenie unormowane jako przyktad tgczenia struktury topologicznej i liniowej.
Przestrzenie Banacha, ich wiasnosci.

Podstawowe przykfady przestrzeni ciggowych i funkcyjnych.

Operatory liniowe i ciggte, podstawowe wiasnosci i przykfady.

Dydaktyczne problemy zwigzane z definiowaniem i korzystaniem z definicji, formutowaniem
twierdzen, ich stosowaniem i dowodzeniem.

Poziomy i kryteria rozumienia poje¢. Typy rozumowan w nauczaniu matematyki
(wnioskowanie empiryczne, intuicyjne i formalne, indukcja, dedukcja, redukcja,
rozumowanie nie wprost).

I1. Analiza matematyczna

1.

2
3.
4

Rodzaje zbieznosci ciggdw i szeregdw funkcyjnych i relacje zachodzace miedzy nimi.
Wiasnosci granic ciggdw funkcyjnych.

. Ekstrema funkcji wielu zmiennych. Warunki konieczne i wystarczajgce ich istnienia.

Miara zewnetrzna, twierdzenie Caratheodory'ego, miara Lebesgue'a i jej wiasnosci.

. Caftka Lebesgue'a, jej wiasnosci i zwigzek z catkg Riemanna.

III1. Analiza zespolona

1.
2.

Twierdzenia Liouville'a, zasadnicze twierdzenie algebry.
Catki funkcji zespolonych. Twierdzenie catkowe Cauchy'ego, wzdr catkowy Cauchy'ego, ich
konsekwencje oraz przyktady zastosowania.

IV. Analiza funkcjonalna
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Przestrzenie Banacha i Hilberta oraz zwigzki zachodzace miedzy nimi.

Operatory i funkcjonaty liniowe ciggte.

Przestrzen operatorow liniowych i ciggtych.

Przestrzen sprzezona.

Klasyczne twierdzenia analizy funkcjonalnej: twierdzenie Hahna-Banacha, twierdzenie o
operatorze otwartym, zasada jednostajnej ograniczonosci.

V. Topologia

1.
2.
3.

Rozne rodzaje przestrzeni topologicznych (zwarte, spdjne, zupetne, osrodkowe).
Aksjomaty oddzielania.
Niezmienniki odwzorowan ciggtych, homeomorfizmdw oraz izometrii.



VI. Algebra

—
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9
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Grupy i pierscienie, dzielniki normalne i ideaty, struktury ilorazowe.

Element pierwszy i nierozktadalny; pierscien Gaussa, pierscien gtéwny, pierscien
Dedekinda.

PrzywiedIno$¢ i nieprzywiedino$¢ wielomiandéw nad danymi pierscieniami.

NWP i NWW. Pierscienie Euklidesa i algorytm Euklidesa.

Elementy algebraiczne i elementy przestepne nad ciatem; rozszerzenia algebraiczne,
rozszerzenia skonczone, rozszerzenie o element algebraiczny.

Ciata algebraicznie domkniete. Zasadnicze twierdzenie algebry.

Przestrzenie euklidesowe; od iloczynu skalarnego przez norme do metryki; ortogonalnosc;
postac iloczynu skalarnego.

Izometrie, wtasnosci, reprezentacje, macierze ortogonalne, przyktady.

Postacie kanoniczne formy kwadratowej. Wiasnosci. Formy kwadratowe dodatnio
okreslone.

Macierz przeksztatcenia liniowego wzgledem danych baz, rzad przeksztatcenia.

VII. Geometria
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Parametryzacja naturalna krzywej w R® krzywizna, torsja, przyktady.
Wektor styczny, normalny i binormalny krzywej. Wzory Freneta.
Fundamentalne twierdzenie teorii krzywych.

Powierzchnie prostokresine, definicja i przyktady.

Powierzchnie obrotowe, definicja i przyktady.

Powierzchnie o statej krzywiznie.

I forma fundamentalna, pole pfata.

Operator ksztattu.

II forma fundamentalna.

Krzywizny gtdwne, kierunki gtowne powierzchni, linie krzywizny. Krzywizna Gaussa,
krzywizna $rednia.

Wspdtczynniki Christoffela.

Wzory Codazziego i wzory Gaussa.

Fundamentalne twierdzenie teorii powierzchni.

VIII. Rachunek prawdopodobienstwa

1.
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Przestrzen probabilistyczna (definicja aksjomatyczna). Ziarnista (dyskretna) przestrzen
probabilistyczna. Przestrzen probabilistyczna jako model doswiadczenia losowego.
Przestrzen probabilistyczna geometryczna i prawdopodobienstwo geometryczne.

Szeregi liczbowe i funkcyjne w rachunku prawdopodobienstwa.

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej. Momenty zmiennej losowe;j.

Twierdzenia graniczne i przyblizenia. Prawo wielkich liczb Bernoulliego.

Podstawowe rozktady prawdopodobiefstwa i przyktady przestrzeni probabilistycznych o
tych rozktadach (rozktad Bernoulliego, Poissona, normalny, Cauchy’ego itd.).

Populacja. Cecha. Prdba. Statystyka. Estymacja i weryfikacja hipotez — na przyktadach
adresowanych do szkoty.

IX. Rownania rézniczkowe

1.
2.

Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan réwnan rozniczkowych.
Przyktady metod rozwigzywania pewnych typéw réwnan rozniczkowych pierwszego
i drugiego rzedu.



X. Dydaktyka matematyki

1.

2.
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Rodzaje zadan matematycznych w réznych koncepcjach nauczania, gtéwne etapy wg. Polyi
i przyktady wskazdwek heurystycznych w procesie rozwigzywania zadan.

Cele nauczania matematyki, rola pojeciowego i algorytmicznego ujecia matematyki
w réznych koncepcjach nauczania.

Wykorzystanie technologii informacyjnej w nauczaniu matematyki, przyktady edukacyjnych
programdéw komputerowych.

Reprezentacje enaktywne, ikoniczne i symboliczne i ich rola w procesie ksztattowania pojec
matematycznych.

Specyfika jezyka szkolnej matematyki, charakterystyczne btedy popetniane przez ucznidw i
sposoby ich wykorzystywania w procesie ksztattowania pojec.

Lokalna dedukcja na lekcjach matematyki.

Czynnosciowe nauczanie matematyki.

Elementy logiki w nauczaniu matematyki.

Metodyka nauki o liczbie i dziataniach.

10 Metodyka nauki o funkcjach numerycznych i ich wykresach.
11. Metodyka nauki o przeksztatceniach geometrycznych.
12.Rdéwnania i nieréwnosci w matematyce elementarne;j.



